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LOo1 cam on

Trong qué trinh hoc tap, nghién cttu va hoan thién luan van, tac gia
da nhan dugc sy dong vién, khuyén khich va tao diéu kién gitp dé cua
cac cap lanh dao, ctia cac thay gido, co gido, ban beé dong nghiép va gia
dinh.

Bang tinh cadm chan thanh nhat, tic gid xin gui 10i cAm on tdi: Ban
Giam hiéu Truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén, Khoa Toan
- Tin, Phong Dao tao - Truong Dai hoc Khoa hoc, Dai hoc Thai Nguyén,
cac thay co gido truc tiép gidng day, da tao diéu kién gitup dd va cung
cap cac kién thic gitp tac gid hoc tap, nghién ciu. Dic biét, tac gid cling
xin gui 101 biét on sau sic t6i PGS. TS. Ha Tran Phuong- nguoi tryc tiép
huéng dan khoa hoc da tan tam chi bao, gitp d5, gép y dé tac gia hoan
thién luan van nay.

Tac gia xin chan thanh cam on lanh dao Sé Gido duc va Dao tao, tinh
Tuyén Quang, Ban Giam hiéu Truong THPT ATK Tan Trao cung véi
nguoi than vd ban bé dong nghiép da tan tinh gitp d6, tao diéu kién
thuan loi cho tac gid trong sudét qué trinh hoc tap, nghién ciiu va hoan
thanh luan van.

Day 1a lan dau tién tap lam nghién citu nén Ban luan vian khong thé
tranh khoi nhitng thiéu soét, tac gid rat mong nhan ducc sy gép ¥y chan
thanh ctia cic thay co va ban bé dong nghiép dé hoan thién hon nita ban

luan van. Mot lan nita, tac gid xin chan thanh cdm on!

Thar Nguyén, thang 4 nam 2015
Hoc vién

Dang Quang Huy
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MO DAU

Cac kién thitc vé day va chudi s6 1a nhiing kién thitc so cap quen thudc,
dugc giang day trong chuong trinh toan & cac truong TPHT va ca bac
dai hoc. Hau hét trong cac dé thi hoc sinh giéi cap THPT, Olympic toan
hoc sinh vién déu c6 nhitng bai tap tha vi vé day va chudi. Nhitng van dé
nghién citu chinh déi véi day va chudi 13 xét sy hoi tu, tim gi6i han clia
cac day va xét sy hoi ty, tinh tong ctia cdc chudi (néu co).

Ta dé y ring cac phan tit ctia mot day (don) hay sé hang tong quat
ctia mot chudi (don) thudng phu thudc vao mot s6 tu nhién (nhu 13 ham
mot bién s6) va ching ta xét sy hoi tu, phan ky ctia day va chudi theo s6
ty nhién nay. Thoi gian gan day c6 nhiéu tac gid da md rong tinh chat
phu thudc clia cadc phan ti clia day hodic s6 hang tong quat ctia chudi
khong chi vao mot s6 tu nhién ma né c¢é thé vao hai hodic nhiéu hon cac
s6 tu nhién. Y tuéng nay lam xuit hién khai niem vé day kép va chudi
kép.

Ki hieu N* 13 tap cac s6 tu nhién khac 0, ham s6 s : N* x N* — C cho
ta mot day kép, thuong ki hiéu 1a (s(n, m)). Ta cang xay dung dugc khai

00
m,n=1 S

niém chudi kép thong qua téng hinh thic > (n,m). Nhitng van dé
ty nhién dat ra ddi véi day kép va chudi kép cling 1a xét sy hoi tu, tinh
gi6i han clia cac day va xét sy hoi tu, tinh tong clia cic chudi (néu co).
Trong qué trinh nghién ctu vé day kép sé xuat hién nhiing van dé mdi
ma diy (don) khong c6, chang han: sy hoi tu déu, gidi han lap,.... Da c6
mot s6 tac gid trinh bay nhiing kién thic nay ¢ mot s tai liu tiéng anh
va cling ¢6 mot so6 cong trinh theo huéng nghién citu nay duge dang tai
trén cac tap chi toan hoc.

V6i mong mudbn tim hiéu nhitng van dé day va chudi kép, ching toi
chon dé tai “Day kép va chudi kép”. Muc dich chinh ctia luan vin 13
tong hgp mot s6 két qua nghién citu vé su hoi tu ctia diy va chudi kép

da dugc cac nha toan hoc nghién cttu trong thdi gian gan day. Luan vian
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nay gom c6 hai chuong nhu sau:

Chuong 1: Day kép. Trong chuong nay chiing t6i trinh bay mot s6 noi
dung vé day kép: sy hoi tu, tinh don diéu, day kép Cauchy va day con
cua day kép.

Chuong 2: Chudi kép. Chuong nay chiing toi tong hgp mot s6 noi dung
nghién citu vé chudi kép: sy hoi tu, hoi tu tuyét doéi, chudi kép khong am

va tich Cauchy cta chudi (don va kép).



Chuong 1

Day kép

1.1. Su hoi tu cua day kép

1.1.1. Giéi han, gidi han 1ap caa day kép

Trong phan nay, ching to6i nghién ctu day kép cac sé phiic, sy hai tu,
phan ky ctia n6. Ngoai ra, chiing toi nghién citu moéi quan hé gita gisi
han cta day kép va cac gi6i han lip cta n6. Ki hieu N* 14 tap hop cac sb

ty nhién khac 0, R vA C lan lugt 1a trudng cac s6 thuc va phiic.
Dinh nghia 1.1. Mot day kép cac s6 phiic 13 mot ham s6
s:N*x N* — C.

Ky hiéu (s (n,m)) hodc don gidn (s,,,). Ta néi rang mot day kép (s (n, m))

hoi tu dén a € C va ta viét

lim s(n,m)=a
n,M—00

néu v6i moéi € > 0, ton tai N = N (¢) € N* sao cho
|s(n,m) —a| <& v6i moin,m > N.

S6 a duge goi 1a gidi han kép ctia day kép (s (n,m)). Ngugc lai ta noi
rang day (s (n,m)) phan ky.

Dinh nghia 1.2. Cho (s(n,m)) 1a mot day kép clia s6 thyc.
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i) Ta no6i rang (s (n,m)) dan dén oo va viét lim s(n,m) = oo néu
Nn,M—+00

véi moi € R, ton tai K = K () € N*, néun,m > K thi s(n,m) > a.
i1) Ta no6i rang (s (n,m)) dan dén —oo va viét lim s(n,m) = —oo,
n,m—00

néu véi moi & € R, ton tai K = K («) € N*néun,m > K this(n,m) <

Q.

Vi du 1.1. a) Cho day kép s(n,m) = —-—. Ta co

- n+m"

n}vlbr—I}oo s(n,m) = 0.

That vay, v6i € > 0, chon N € N* va N > %, khi d6 v6i moi m,n > N
11

ta co H’ES%’ diéu nay kéo theo
5( )= 0| 1 <1+1<1 1 2<
s(n,m) — 0| = S R
’ n+m| n m N N N

b) Day kép s(n,m) = - la phan ky. That vay, v6i moi n,m du
l6n van =m € N* ta c6 s(n,m) = 5. Mat khac véi moi n,m du l6n,
n=2m € N tacé s(n,m) =2 Nhu vay diy kép s(m,n) c6 hai day
con hoi tu vé hai phan tit khac nhau nén né khong hoi tu vé mot sé thuc
a khi n,m — oc.

c¢) Day kép s (n,m) = n+m la phan ky dén oo. That vay, cho a € R,
ton tai K € N* | sao cho K > athin,m > K = n+m > a.

d) Day kép s(n,m)=1—mn —m la phan ky dén —oo. That vay, cho
B € R, ton tai K € N* sao cho K > —§+%thin,m2[(:> —n,—m <

1

B

Dinh 1y 1.1. Mot diy kép cdc so phitc cé khong qud mot gidi han.

Ching minh. Gia st v6i a,a’ 1a giéi han cia day (s (n,m)). Khi d6 véi

e > 0, ton tai cac s6 tu nhien Ny, Ny sao cho

n,m > Ny = |s(n,m) —a| < %, (1.1)
n,m > Ny = |s(n,m) —d'| < = (1.2)

2
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Chon N = max{Ny, No}, khi d6 v6i moi n,m > N, tu (1.1) va (1.2) ta
co
0<la—d|=|a—s(nm)+s(nm)—d]

< |CL - S(n7m)| + ‘S(H,m) - &/|

<s+i-s
dting v6i moi € > 0. Tu d6 suy ra a — a’ = 0 vh do d6 gidi han 1a duy
nhat. O
Dinh nghia 1.3. Mot day kép (s (n,m)) dugc goi 1a bi chan néu ton tai
mot s6 thue M > 0 sao cho |s (n,m)| < M v6i moi n, m € N*.
Dinh 1y 1.2. Mot day kép cdc so6 phitc hoi tu thi bi chan.
Ching minh. Gia st s (n,m) — a va cho € = 1. Thi ton tai N € N* sao

cho

n,m> N = |s(n,m) —a|] < 1.
Kéo theo |s(n,m)| < 1+ |a|] v6i moi n,m > N. Chon
M =max{|s(1,1)|,|s(1,2)],[s(2,1)],...,|s(N —=1,N = 1)|,|a| +1}.
RG rang |s(n,m)| < M v6i moi n,m € N*. O
Dinh nghia 1.4. Cho day kép (s (n,m)), cac gi6i han
lim (lim s(n,m)) va lim (lim s(n,m))

n—00 \Mm—»00 m—00 \n—»00
néu ton tai thi dugc goi 1a cac gi6i han 1ap ctua day kép.
Néu hai giéi han lap trén ton tai thi c6 thé ching khong bing nhau
nhu vi du sau day:
Vi du 1.2. Xét day s(n,m) = "= V6i mdi m € N7, nh_)rgo s(n,m) =1,
do dé
lim (lim s(n,m)) = 1.

Tuy nhién n € N*, lim s(n,m) =0, do d6

m—0o0

lim <lim s(n,m)) = 0.

n—oo \Mm—0o0
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Trong trudng hop nay gisi han kép ctia day ndy khong ton tai (Vi du
1.1 b).
Chii y: Sy ton tai clia gi6i han kép chua chic kéo theo sy ton tai cla

gi6i han lap. Ta c6 thé xem vi du sau:

Vi du 1.3. Xét day s(n,m) = (—=1)""" (L + 1) R6 rang

n

lim s(n,m) =0,

7,1M—00
That vay, v6i moi € > 0, ta chon N € N* sao cho%<%. Khi do ta c6
1 1 1 1 2
> N = =[(-)"" |4+ =) <4+ =< —=<¢
nm 2 N = Js(m) = (<" (4 )< e

Nhung lim ( lim s (n, m)) khong ton tai do lim s (n,m) khong ton tai

n—oo \m—oo m—0o0

va lim <lim s (n, m)) khong ton tai do lim s (n, m) khong ton tai.

Sy ton tai clia gidi han kép va gidi han lap 1a doc lap véi nhau. Trc 13
mot day kép c6 gisi han 1ap chua chic da c6 gidi han kép va ngudc lai.
Ngay ca khi c& gi6i han kép va gidi han lip ton tai thi chua chic ching

da bang nhau. Ta c6 thé thiy thong qua cac vi du sau:

Vi du 1.4. i) Cho day kép s (n,m) =+ + % Tacé lim s(n,m)=0.

n Nn,M—00

That vay, cho € > 0,ton tai N € N* sao cho % < 5. Khi d¢6

1 1 1 2
nm>N=|-+—|=—+—<—=<c¢.
nom n m~ N
Mat khac, tir lim s (n,m) = = va lim s(n,m) = + ta suy ra cac gidi
n—oo m—o0

han 1ap ciing ton tai va
lim (lim s(n,m)) = lim (lim s(n,m)) = 0.
n—oo \m—0oo m—oo \n—0oo

i) Xét day s(n,m) = (—1)™ (+ 4+ =). Tuong tu nhu trong vi du 1.3.
Ta c6 lim s(n,m) = 0. Mt khac, do lim s(n,m) = % nén gidi
n,m—00 n—00

han lap lim (lim s(n,m)) = 0. Nhung do lim s(n,m) khong ton tai

m—oo \n—oo m—0o0

nén lim (lim s(n,m)) khong ton tai.

i17) Xét day kép s(n,m) = (—1)"*". Khong ton tai giéi han kép ciing
khong ton tai gi6i han lip.



