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Líi c¡m ìn
Trong qu¡ tr¼nh håc tªp, nghi¶n cùu v  ho n thi»n luªn v«n, t¡c gi£

�¢ nhªn �÷ñc sü �ëng vi¶n, khuy¸n kh½ch v  t¤o �i·u ki»n gióp �ï cõa

c¡c c§p l¢nh �¤o, cõa c¡c th¦y gi¡o, cæ gi¡o, b¤n b± �çng nghi»p v  gia

�¼nh.

B¬ng t¼nh c£m ch¥n th nh nh§t, t¡c gi£ xin gûi líi c£m ìn tîi: Ban

Gi¡m hi»u Tr÷íng �¤i håc Khoa håc - �¤i håc Th¡i Nguy¶n, Khoa To¡n

- Tin, Pháng � o t¤o - Tr÷íng �¤i håc Khoa håc, �¤i håc Th¡i Nguy¶n,

c¡c th¦y cæ gi¡o trüc ti¸p gi£ng d¤y, �¢ t¤o �i·u ki»n gióp �ï v  cung

c§p c¡c ki¸n thùc gióp t¡c gi£ håc tªp, nghi¶n cùu. �°c bi»t, t¡c gi£ công

xin gûi líi bi¸t ìn s¥u s­c tîi PGS. TS. H  Tr¦n Ph÷ìng- ng÷íi trüc ti¸p

h÷îng d¨n khoa håc �¢ tªn t¥m ch¿ b£o, gióp �ï, gâp þ �º t¡c gi£ ho n

thi»n luªn v«n n y.

T¡c gi£ xin ch¥n th nh c£m ìn l¢nh �¤o Sð Gi¡o döc v  � o t¤o, t¿nh

Tuy¶n Quang, Ban Gi¡m hi»u Tr÷íng THPT ATK T¥n Tr o còng vîi

ng÷íi th¥n v  b¤n b± �çng nghi»p �¢ tªn t¼nh gióp �ï, t¤o �i·u ki»n

thuªn lñi cho t¡c gi£ trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp, nghi¶n cùu v  ho n

th nh luªn v«n.

�¥y l  l¦n �¦u ti¶n tªp l m nghi¶n cùu n¶n B£n luªn v«n khæng thº

tr¡nh khäi nhúng thi¸u sât, t¡c gi£ r§t mong nhªn �÷ñc sü gâp þ ch¥n

th nh cõa c¡c th¦y cæ v  b¤n b± �çng nghi»p �º ho n thi»n hìn núa b£n

luªn v«n. Mët l¦n núa, t¡c gi£ xin ch¥n th nh c£m ìn!

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 4 n«m 2015

Håc vi¶n

�°ng Quang Huy
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MÐ ��U
C¡c ki¸n thùc v· d¢y v  chuéi sè l  nhúng ki¸n thùc sì c§p quen thuëc,

�÷ñc gi£ng d¤y trong ch÷ìng tr¼nh to¡n ð c¡c tr÷íng TPHT v  c£ bªc

�¤i håc. H¦u h¸t trong c¡c �· thi håc sinh giäi c§p THPT, Olympic to¡n

håc sinh vi¶n �·u câ nhúng b i tªp thó và v· d¢y v  chuéi. Nhúng v§n �·

nghi¶n cùu ch½nh �èi vîi d¢y v  chuéi l  x²t sü hëi tö, t¼m giîi h¤n cõa

c¡c d¢y v  x²t sü hëi tö, t½nh têng cõa c¡c chuéi (n¸u câ).

Ta �º þ r¬ng c¡c ph¦n tû cõa mët d¢y (�ìn) hay sè h¤ng têng qu¡t

cõa mët chuéi (�ìn) th÷íng phö thuëc v o mët sè tü nhi¶n (nh÷ l  h m

mët bi¸n sè) v  chóng ta x²t sü hëi tö, ph¥n ký cõa d¢y v  chuéi theo sè

tü nhi¶n n y. Thíi gian g¦n �¥y câ nhi·u t¡c gi£ �¢ mð rëng t½nh ch§t

phö thuëc cõa c¡c ph¦n tû cõa d¢y ho°c sè h¤ng têng qu¡t cõa chuéi

khæng ch¿ v o mët sè tü nhi¶n m  nâ câ thº v o hai ho°c nhi·u hìn c¡c

sè tü nhi¶n. Þ t÷ðng n y l m xu§t hi»n kh¡i ni»m v· d¢y k²p v  chuéi

k²p.

K½ hi»u N∗ l  tªp c¡c sè tü nhi¶n kh¡c 0, h m sè s : N∗×N∗ → C cho

ta mët d¢y k²p, th÷íng k½ hi»u l  (s(n,m)). Ta công x¥y düng �÷ñc kh¡i

ni»m chuéi k²p thæng qua têng h¼nh thùc
∑∞

m,n=1 s(n,m). Nhúng v§n �·

tü nhi¶n �°t ra �èi vîi d¢y k²p v  chuéi k²p công l  x²t sü hëi tö, t½nh

giîi h¤n cõa c¡c d¢y v  x²t sü hëi tö, t½nh têng cõa c¡c chuéi (n¸u câ).

Trong qu¡ tr¼nh nghi¶n cùu v· d¢y k²p s³ xu§t hi»n nhúng v§n �· mîi

m  d¢y (�ìn) khæng câ, ch¯ng h¤n: sü hëi tö �·u, giîi h¤n l°p,.... �¢ câ

mët sè t¡c gi£ tr¼nh b y nhúng ki¸n thùc n y ð mët sè t i li»u ti¸ng anh

v  công câ mët sè cæng tr¼nh theo h÷îng nghi¶n cùu n y �÷ñc �«ng t£i

tr¶n c¡c t¤p ch½ to¡n håc.

Vîi mong muèn t¼m hiºu nhúng v§n �· d¢y v  chuéi k²p, chóng tæi

chån �· t i �D¢y k²p v  chuéi k²p� . Möc �½ch ch½nh cõa luªn v«n l 

têng hñp mët sè k¸t qu£ nghi¶n cùu v· sü hëi tö cõa d¢y v  chuéi k²p

�¢ �÷ñc c¡c nh  to¡n håc nghi¶n cùu trong thíi gian g¦n �¥y. Luªn v«n
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n y gçm câ hai ch÷ìng nh÷ sau:

Ch÷ìng 1: D¢y k²p. Trong ch÷ìng n y chóng tæi tr¼nh b y mët sè nëi

dung v· d¢y k²p: sü hëi tö, t½nh �ìn �i»u, d¢y k²p Cauchy v  d¢y con

cõa d¢y k²p.

Ch÷ìng 2: Chuéi k²p. Ch÷ìng n y chóng tæi têng hñp mët sè nëi dung

nghi¶n cùu v· chuéi k²p: sü hëi tö, hëi tö tuy»t �èi, chuéi k²p khæng ¥m

v  t½ch Cauchy cõa chuéi (�ìn v  k²p).
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Ch÷ìng 1

D¢y k²p

1.1. Sü hëi tö cõa d¢y k²p

1.1.1. Giîi h¤n, giîi h¤n l°p cõa d¢y k²p

Trong ph¦n n y, chóng tæi nghi¶n cùu d¢y k²p c¡c sè phùc, sü hëi tö,

ph¥n ký cõa nâ. Ngo i ra, chóng tæi nghi¶n cùu mèi quan h» giúa giîi

h¤n cõa d¢y k²p v  c¡c giîi h¤n l°p cõa nâ. K½ hi»u N∗ l  tªp hñp c¡c sè

tü nhi¶n kh¡c 0, R v  C l¦n l÷ñt l  tr÷íng c¡c sè thüc v  phùc.

�ành ngh¾a 1.1. Mët d¢y k²p c¡c sè phùc l  mët h m sè

s : N∗ × N∗ −→ C.

Kþ hi»u (s (n,m)) ho°c �ìn gi£n (sn,m). Ta nâi r¬ng mët d¢y k²p (s (n,m))

hëi tö �¸n a ∈ C v  ta vi¸t

lim
n,m→∞

s(n,m) = a

n¸u vîi méi ε > 0, tçn t¤i N = N (ε) ∈ N∗ sao cho

|s(n,m)− a| < ε vîi måi n,m ≥ N.

Sè a �÷ñc gåi l  giîi h¤n k²p cõa d¢y k²p (s (n,m)). Ng÷ñc l¤i ta nâi

r¬ng d¢y (s (n,m)) ph¥n ký.

�ành ngh¾a 1.2. Cho (s (n,m)) l  mët d¢y k²p cõa sè thüc.
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i) Ta nâi r¬ng (s (n,m)) d¦n �¸n ∞ v  vi¸t lim
n,m→∞

s(n,m) = ∞ n¸u

vîi måi α ∈ R, tçn t¤i K = K (α) ∈ N∗, n¸u n,m ≥ K th¼ s (n,m) > α.

ii) Ta nâi r¬ng (s (n,m)) d¦n �¸n −∞ v  vi¸t lim
n,m→∞

s(n,m) = −∞,

n¸u vîi måi α ∈ R, tçn t¤i K = K (α) ∈ N∗ n¸u n,m ≥ K th¼ s (n,m) <

α.

V½ dö 1.1. a) Cho d¢y k²p s (n,m) = 1
n+m . Ta câ

lim
n,m→∞

s(n,m) = 0.

Thªt vªy, vîi ε > 0, chån N ∈ N∗ v  N > 2
ε , khi �â vîi måi m,n ≥ N

ta câ 1
n ,

1
m ≤

1
N , �i·u n y k²o theo

|s(n,m)− 0| =
∣∣∣∣ 1

n+m

∣∣∣∣ < 1

n
+

1

m
<

1

N
+

1

N
=

2

N
< ε.

b) D¢y k²p s (n,m) = n
n+m l  ph¥n ký. Thªt vªy, vîi måi n,m �õ

lîn v  n = m ∈ N∗ ta câ s (n,m) = 1
2 . M°t kh¡c vîi måi n,m �õ lîn,

n = 2m ∈ N∗ ta câ s (n,m) = 2
3 . Nh÷ vªy d¢y k²p s(m,n) câ hai d¢y

con hëi tö v· hai ph¦n tû kh¡c nhau n¶n nâ khæng hëi tö v· mët sè thüc

a khi n,m −→∞.
c) D¢y k²p s (n,m) = n+m l  ph¥n ký �¸n∞. Thªt vªy, cho α ∈ R,

tçn t¤i K ∈ N∗ , sao cho K > α th¼ n,m ≥ K ⇒ n+m > α.

d) D¢y k²p s (n,m) = 1− n−m l  ph¥n ký �¸n −∞. Thªt vªy, cho

β ∈ R, tçn t¤i K ∈ N∗ sao cho K > −β
2 +

1
2 th¼ n,m ≥ K ⇒ −n,−m <

β
2 −

1
2 ⇒ 1− n−m < β.

�ành lþ 1.1. Mët d¢y k²p c¡c sè phùc câ khæng qu¡ mët giîi h¤n.

Chùng minh. Gi£ sû vîi a, a′ l  giîi h¤n cõa d¢y (s (n,m)). Khi �â vîi

ε > 0, tçn t¤i c¡c sè tü nhi¶n N1, N2 sao cho

n,m ≥ N1 ⇒ |s(n,m)− a| < ε

2
, (1.1)

n,m ≥ N2 ⇒ |s(n,m)− a′| < ε

2
. (1.2)
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Chån N = max{N1, N2}, khi �â vîi måi n,m ≥ N , tø (1.1) v  (1.2) ta

câ

0 ≤ |a− a′| = |a− s(n,m) + s(n,m)− a′|

a ≤ |a− s(n,m)|+ |s(n,m)− a′|

a < ε
2 +

ε
2 = ε,

�óng vîi måi ε > 0. Tø �â suy ra a − a′ = 0 v  do �â giîi h¤n l  duy

nh§t.

�ành ngh¾a 1.3. Mët d¢y k²p (s (n,m)) �÷ñc gåi l  bà ch°n n¸u tçn t¤i

mët sè thüc M > 0 sao cho |s (n,m)| ≤M vîi måi n,m ∈ N∗.

�ành lþ 1.2. Mët d¢y k²p c¡c sè phùc hëi tö th¼ bà ch°n.

Chùng minh. Gi£ sû s (n,m)→ a v  cho ε = 1. Th¼ tçn t¤i N ∈ N∗ sao
cho

n,m ≥ N ⇒ |s(n,m)− a| < 1.

K²o theo |s(n,m)| < 1 + |a| vîi måi n,m ≥ N. Chån

M = max {|s (1, 1)| , |s (1, 2)| , |s (2, 1)| , ..., |s (N − 1, N − 1)| , |a| + 1} .

Rã r ng |s(n,m)| ≤M vîi måi n,m ∈ N∗.

�ành ngh¾a 1.4. Cho d¢y k²p (s (n,m)), c¡c giîi h¤n

lim
n→∞

(
lim
m→∞

s(n,m)
)

v  lim
m→∞

(
lim
n→∞

s(n,m)
)

n¸u tçn t¤i th¼ �÷ñc gåi l  c¡c giîi h¤n l°p cõa d¢y k²p.

N¸u hai giîi h¤n l°p tr¶n tçn t¤i th¼ câ thº chóng khæng b¬ng nhau

nh÷ v½ dö sau �¥y:

V½ dö 1.2. X²t d¢y s(n,m) = n
m+n . Vîi méi m ∈ N∗, lim

n→∞
s(n,m) = 1,

do �â

lim
m→∞

(
lim
n→∞

s(n,m)
)
= 1.

Tuy nhi¶n n ∈ N∗, lim
m→∞

s(n,m) = 0, do �â

lim
n→∞

(
lim
m→∞

s(n,m)
)
= 0.
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Trong tr÷íng hñp n y giîi h¤n k²p cõa d¢y n y khæng tçn t¤i (V½ dö

1.1 b).

Chó þ: Sü tçn t¤i cõa giîi h¤n k²p ch÷a ch­c k²o theo sü tçn t¤i cõa

giîi h¤n l°p. Ta câ thº xem v½ dö sau:

V½ dö 1.3. X²t d¢y s(n,m) = (−1)n+m
(
1
n +

1
m

)
. Rã r ng

lim
n,m→∞

s (n,m) = 0.

Thªt vªy, vîi méi ε > 0, ta chån N ∈ N∗ sao cho 1
N < ε

2 . Khi �â ta câ

n,m ≥ N ⇒ |s(n,m)| =
∣∣∣∣(−1)n+m(1

n
+

1

m

)∣∣∣∣ ≤ 1

n
+

1

m
≤ 2

N
< ε.

Nh÷ng lim
n→∞

(
lim
m→∞

s (n,m)
)
khæng tçn t¤i do lim

m→∞
s (n,m) khæng tçn t¤i

v  lim
m→∞

(
lim
n→∞

s (n,m)
)
khæng tçn t¤i do lim

n→∞
s (n,m) khæng tçn t¤i.

Sü tçn t¤i cõa giîi h¤n k²p v  giîi h¤n l°p l  �ëc lªp vîi nhau. Tùc l 

mët d¢y k²p câ giîi h¤n l°p ch÷a ch­c �¢ câ giîi h¤n k²p v  ng÷ñc l¤i.

Ngay c£ khi c£ giîi h¤n k²p v  giîi h¤n l°p tçn t¤i th¼ ch÷a ch­c chóng

�¢ b¬ng nhau. Ta câ thº th§y thæng qua c¡c v½ dö sau:

V½ dö 1.4. i) Cho d¢y k²p s (n,m) = 1
n +

1
m . Ta câ lim

n,m→∞
s (n,m) = 0.

Thªt vªy, cho ε > 0, tçn t¤i N ∈ N∗ sao cho 1
N < ε

2 . Khi �â

n,m ≥ N ⇒
∣∣∣∣1n +

1

m

∣∣∣∣ = 1

n
+

1

m
≤ 2

N
< ε.

M°t kh¡c, tø lim
n→∞

s (n,m) = 1
m v  lim

m→∞
s (n,m) = 1

n ta suy ra c¡c giîi

h¤n l°p công tçn t¤i v 

lim
n→∞

(
lim
m→∞

s (n,m)
)
= lim

m→∞

(
lim
n→∞

s (n,m)
)
= 0.

ii) X²t d¢y s(n,m) = (−1)m
(
1
n +

1
m

)
. T÷ìng tü nh÷ trong v½ dö 1.3.

Ta câ lim
n,m→∞

s(n,m) = 0. M°t kh¡c, do lim
n→∞

s(n,m) = (−1)m
m n¶n giîi

h¤n l°p lim
m→∞

(
lim
n→∞

s(n,m)
)
= 0. Nh÷ng do lim

m→∞
s(n,m) khæng tçn t¤i

n¶n lim
n→∞

(
lim
m→∞

s(n,m)
)
khæng tçn t¤i.

iii) X²t d¢y k²p s(n,m) = (−1)n+m. Khæng tçn t¤i giîi h¤n k²p công

khæng tçn t¤i giîi h¤n l°p.


